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1 Êèíåìàòèêà

Êèíåìàòèêà ïðîöåññà êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

p0 + k0 = p+ k , (1)

ãäå p0 = (ε0, ~p0) è k0 = (ω0, ~k0) � ÷åòûð¼õèìïóëüñû ýëåêòðîíà è ôîòîíà äî, à p = (ε, ~p) è k = (ω,~k) �
ïîñëå ðàññåÿíèÿ. Ïåðåíîñÿ k èç ïðàâîé ÷àñòè (1) íàëåâî è âîçâîäÿ â êâàäðàò ïîëó÷àåì:

p0k0 − p0k − k0k = 0 , (2)

èëè, ïîëàãàÿ c = 1,

ε0ω0 − |~p0|ω0 cosα− ε0ω + |~p0|ω cos θ − ω0ω(1− cos Θ) = 0 . (3)

Ðèñ. 1: Êèíåìàòèêà êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.
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Ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ óãëîâ (ñì. Ðèñ. 1):

α � óãîë ìåæäó èìïóëüñàìè ýëåêòðîíà è ôîòîíà äî ðàññåÿíèÿ,

θ � óãîë ìåæäó èìïóëüñàìè íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà è ðàññåÿííîãî ôîòîíà,

Θ � óãîë ìåæäó èìïóëüñàìè íà÷àëüíîãî è ðàññåÿííîãî ôîòîíîâ,

ϕ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ XZ è ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ.

Èç (3) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ôîòîíà:

ω = ω0
1− β cosα

1− β cos θ +
ω0

ε0
(1− cos Θ)

, (4)

ãäå β � ñêîðîñòü ýëåêòðîíà â åäèíèöàõ c. Ïðè ðàññåÿíèè íà ïîêîÿùåìñÿ ýëåêòðîíå β = 0 è èç (4) ïîëó÷àåì
êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Êîìïòîíà:

ω = ω0
1

1 +
ω0

m
(1− cos Θ)

. (5)

Ïåðåéäåì â ñèñòåìó ïîêîÿ ýëåêòðîíà (ÑÏÝ), äâèæóùåãîñÿ âäîëü îñè Z.

Ðèñ. 2: Êèíåìàòèêà êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà.

Â ÑÏÝ ýíåðãèþ è èìïóëüñ ôîòîíà ïîëó÷èì èç ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà1:

ω∗0 = γω0(1− β cosα) ' 2γω0 sin2(α/2),

k∗‖ = γω0(cosα− β) ' −2γω0 sin2(α/2),

k∗⊥ = ω0 sinα,

(6)

ãäå γ = 1/
√

1− β2 = ε0/m. Ïðèáëèæåíèå â (6) ñîîòâåòñòâóåò óëüòðà-ðåëÿòèâèñòñêîìó ñëó÷àþ β ' 1.
Â ÑÏÝ óãîë α∗ ìåæäó èìïóëüñàìè ýëåêòðîíà è ôîòîíà äî ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (7),
ïðè÷åì α∗ ' π åñëè γ · tg(α/2)� 1.

α∗ = π − arctg
k∗⊥
|k∗‖|
' π − arctg

( 1

2γ

sinα

sin2(α/2)

)
' π − 1

γ · tg(α/2)
' π. (7)

Êèíåìàòèêà ðàññåÿíèÿ â ÑÏÝ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (5) è ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 2 (α∗ = π):

ω∗ = ω∗0
1

1 +
ω∗0
m

(1− cos Θ∗)

= ω∗0
1

1 +
ω∗0
m

(1 + cos θ∗)

(8)

1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà: E′ = γ(E − vpz), p′z = γ(pz − vE/c2), p′x = px, p′y = py .
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Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ËÑÎ) ïîëó÷èì:

ω = γω∗(1 + β cos θ∗) = γω∗(1− β cos Θ∗)

k‖ = γω∗(β + cos θ∗) = γω∗(β − cos Θ∗)

k⊥ = ω∗ sin θ∗ = ω∗ sin Θ∗
(9)

Óãîë θ ìåæäó èìïóëüñàìè íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà è ðàññåÿííîãî ôîòîíà â ËÑÎ (äëÿ β = 1):

tgθ =
k⊥
k‖
' 1

γ

sin θ∗

1 + cos θ∗
=

1

γ
tg
θ∗

2
=

1

γtg(Θ∗/2)
(10)

Â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå tgθ ' θ è, ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ η = γθ , ïîëó÷èì:

Θ∗ = 2 · arctg
1

η

cos Θ∗ =
η2 − 1

η2 + 1

1− cos Θ∗ =
2

η2 + 1

(11)

Çàïèøåì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ôîòîíà â ËÑÎ (ω) îò η, ïîäñòàâèâ (1 − cos Θ∗) èç (11) è
ω∗0 èç (6) â âûðàæåíèå äëÿ ω èç (9). Ïîëó÷èì:

ω(η) = ε0
κ

1 + κ+ η2
, ãäå κ =

4ε0ω0

m2
sin2(α/2) . (12)

Ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ ó ôîòîíà ïîëó÷àåòñÿ êîãäà η = 0. Ñîîòâåòñòâåííî, (12) ìîæíî çàïèñàòü è òàê:

ω(η) =
ωmax

1 + (θ/θc)2
, ãäå ωmax = ε0

κ

1 + κ
, à θc =

1

γ

√
1 + κ . (13)

Ïàðàìåòð θc îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé óãîë ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (12) è (13)
íåñëîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (4). Ñâÿçü ìåæäó óãëîì ðàññåÿíèÿ ôîòîíà â ÑÏÝ
(Θ∗) è åãî ýíåðãèåé â ËÑÎ (ω) ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ ω∗ èç (8) â âûðàæåíèå äëÿ ω èç (9):

cos Θ∗ =
ε0 − ω(1 + 2/κ)

ε0 − ω
= 1− 2

u

κ
, ãäå u =

ω

ε0 − ω
=
ω

ε
=
ε0 − ε
ε

. (14)

Ïàðàìåòð u ìàêñèìàëåí, êîãäà Θ∗ = π: umax = κ. Çàâèñèìîñòü îò óãëà ðàññåÿíèÿ: u(η) = κ/(1 + η2).

2 Ðàññåÿíèå áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè

Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Êëåéíà-Íèøèíû. Ñîõðàíÿÿ ââåäåííûå â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îáîçíà÷åíèÿ, çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå â ÑÏÝ2:

dσ =
r2e
2

(ω∗
ω∗0

)2(ω∗0
ω∗

+
ω∗

ω∗0
− sin2 Θ∗

)
dΩ∗, (15)

ãäå re � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, dΩ∗ = sin Θ∗dΘ∗dϕ. Íàéäåì âèä ñå÷åíèÿ â ËÑÎ. Èç âûðàæåíèé
(6, 8, 11) ñëåäóåò, ÷òî

ω∗

ω∗0
=

1 + η2

1 + η2 + κ
=
V

K
, (16)

2èíîãäà ñå÷åíèå çàïèñûâàþò ïî-äðóãîìó, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
ω∗
0

ω∗ + ω∗

ω∗
0
− 2 = (ω∗0 − ω∗)(1 − cos Θ∗)
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ãäå V = 1 + η2 è K = 1 + η2 + κ � áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû. Êàê ñëåäóåò èç (11):

sin Θ∗ =
√

1− cos2 Θ∗ =
2η

V
,

dΘ∗ = d
(

arccos
η2 − 1

η2 + 1

)
dη = − 2

V
dη ,

sin Θ∗dΘ∗ = − 4η

V 2
dη .

(17)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ϕ, çàïèøåì êîíå÷íûé ðåçóëüòàò:

dσ = 4πr2e
η

K2

( V
K

+
K

V
− 4η2

V 2

)
dη . (18)

Âûðàçèì ñå÷åíèå ÷åðåç ýíåðãèþ ðàññåÿííîãî ôîòîíà. Èç (11) è (14) ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó η è u:

η2 − 1

η2 + 1
= 1− 2

u

κ
.

Çàïèøåì ðåçóëüòàòû ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé:

η2 =
κ

u
− 1; V =

κ

u
; K =

κ

u
+ κ; dη =

κ

2u2
√
κ/u− 1

du .

Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòî â (18) ïîëó÷èì:

dσ =
2πr2e

κ(1 + u)2

[
2 +

u2

1 + u
+ 4

u

κ

(u
κ
− 1
)]
du . (19)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî du/dω = ε0/(ε0 − ω)2, à (1 + u)2 = (ε0/(ε0 − ω))2, ïîëó÷àåì èñêîìîå ñå÷åíèå:

dσ =
2πr2e
κε0

[
2 +

u2

1 + u
+ 4

u

κ

(u
κ
− 1
)]
dω . (20)

3 Ïîëÿðèçàöèîííûå ýôôåêòû

Ïîëÿðèçàöèÿ èñõîäíîãî èçëó÷åíèÿ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì Ñòîêñà ~ξ = [ξ0, ξ1, ξ2, ξ3]. Ïàðàìåòðû Ñòîêñà
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ0 = E2
x + E2

y ,

ξ1 = E2
x − E2

y ,

ξ2 = 2ExEy cos δ ,

ξ3 = 2ExEy sin δ ,

(21)

ãäå Ex è Ey � îðòîãîíàëüíûå êîìïîíåíòû àìïëèòóä íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xy, δ � ðàçíîñòü ôàç ìåæäó íèìè (âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
âäîëü îñè z). Äëÿ íîðìèðîâêè ïîëîæèì ξ0 = 1. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü ñâåòà ñêëàäûâàåòñÿ èç
òðåõ êîìïîíåíò: ëèíåéíî-ïîëÿðèçîâàííîé, öèðêóëÿðíî-ïîëÿðèçîâàííîé è íåïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà. Ñòå-
ïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

√
ξ21 + ξ22 , à åå îðèåíòàöèÿ � àçèìóòàëüíûì óãëîì φ. Åñëè

ξ1 = 1 (Ex = 1) � ñâåò 100% ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàí âäîëü îñè x (φ = 0), åñëè ξ1 = −1 (Ey = 1) � âäîëü
îñè y (φ = π/2). Åñëè ξ2 = 1 (Ex = Ey = 1/

√
2, δ = 0) � ñâåò 100% ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàí â íàïðàâëåíèè

φ = π/4, åñëè ξ2 = −1 (Ex = Ey = 1/
√

2, δ = π) � â íàïðàâëåíèè φ = −π/4. Ñòåïåíü öèðêóëÿðíîé
ïîëÿðèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ξ3. Åñëè Ex = Ey = 1/

√
2 à δ = ±π/2 òî ξ3 = ∓1. Çíàê ïà-

ðàìåòðà ξ3 îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñïèðàëüíîñòü). Âåëè÷èíà√
ξ21 + ξ22 + ξ23 îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè ñâåòà.
Ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîííîãî ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ óñðåäíåííûì íàïðàâëåíèåì ñïèíà ýëåêòðîíîâ â âû-

áðàííîé ñèñòåìå ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò ~ζ = [ζx, ζy, ζz] (ñì. Ðèñ. 1), ïðè÷åì ïîëíàÿ ñòåïåíü ïîëÿðè-

çàöèè ïó÷êà
√
ζ2x + ζ2y + ζ2z ∈ [0, 1].
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3.1 Ðàññåÿíèå ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ

Ïðîäîëæàÿ èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå ñ èíäåêñîì (∗) äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåìåííûõ â ÑÏÝ, çàïèøåì
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïîëÿðèçîâàííîãî ôîòîíà ïîëÿðèçîâàííûì ýëåêòðîíîì:

dσ(~ξ, ~ζ) = dσ(~ξ) +
r2e
2

(ω∗
ω∗0

)2
ξ3(~f · ~ζ )dΩ∗ , (22)

ãäå dσ(~ξ) íå çàâèñèò îò ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíîâ:

dσ(~ξ) =
r2e
2

(ω∗
ω∗0

)2(ω∗0
ω∗

+
ω∗

ω∗0
− (1− ξ1) sin2 Θ∗

)
dΩ∗ . (23)

Âåêòîð ~f â óðàâíåíèè (22) îïðåäåëÿåòñÿ êèíåìàòèêîé ðàññåÿíèÿ:

~f = − 1

m
(1− cos Θ∗)( ~k∗0 cos Θ∗ + ~k∗). (24)

Ñå÷åíèå (22) îòëè÷àåòñÿ îò (23) òîëüêî ïðè íàëè÷èè ó ôîòîíà öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè, à ó ýëåêòðî-
íà � îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðîåêöèè ñðåäíåãî ñïèíà íà ïëîñêîñòü ðàññåÿíèÿ. Ñå÷åíèå (23) îòëè÷àåòñÿ îò
�íåïîëÿðèçîâàííîãî� ñå÷åíèÿ (18) òîëüêî ïðè íàëè÷èè ó íà÷àëüíûõ ôîòîíîâ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè.

Âìåñòî ïàðàìåòðà ξ1 óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïàðó ïàðàìåòðîâ ξ
∗ =

√
ξ21 + ξ22 è φ∗, îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-

âåòñòâåííî ïîëíóþ ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè (ëàçåðíûõ) ôîòîíîâ è îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè ëèíåé-
íîé ïîëÿðèçàöèè ñâåòà îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ ϕ = 0 â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

ξ1 = ξ∗ cos
(
2(ϕ− φ∗)

)
.

Ïåðåïèøåì ñå÷åíèå (23) â ËÑÎ ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ ðàííåå ïåðåìåííûõ η,K, V, u:

dσ = 2r2e
η

K2

[ V
K

+
K

V
− 4η2

V 2

(
1− ξ∗ cos(2(ϕ− φ∗))

)]
dϕ dη,

dσ =
r2e

κ(1 + u)2

[
2 +

u2

1 + u
+ 4

u

κ

(u
κ
− 1
)(

1− ξ∗ cos(2(ϕ− φ∗))
)]
dϕ du.

(25)

Ðèñ. 3: Ê îïðåäåëåíèþ ñóììû ~k∗0 cos Θ∗ + ~k∗.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðèñ. 3 íàéäåì ïðîåêöèè âåêòîðà ~f íà îñè Z,X, Y :

fZ =
1− cos Θ∗

m
(ω∗0 + ω∗) cos Θ∗ =

(
1 +

V

K

)κ(η2 − 1)

V 2
,

fX = −1− cos Θ∗

m
ω∗ sin Θ∗ cosϕ = − 2κη

KV
cosϕ ,

fY = −1− cos Θ∗

m
ω∗ sin Θ∗ sinϕ = − 2κη

KV
sinϕ .

(26)

Ïðè âûâîäå ôîðìóë (26) èñïîëüçîâàëîñü, ÷òî ω∗0 = κm/2, à ω∗ = ω∗0 · V/K. Ïðè ðàññåÿíèè öèðêóëÿðíî
ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà íà ýëåêòðîíå, ñïèí êîòîðîãî íàïðàâëåí âäîëü ñîáñòâåííîãî èìïóëüñà (ëåæèò íà
îñè Z � ïðîäîëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ), ïîëÿðèçàöèîííàÿ äîáàâêà ê ñå÷åíèþ â ËÑÎ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

5



(27). Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ñå÷åíèå íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà, ïðîèçâåäåíî èíòåãðèðîâàíèå
ïî ϕ.

dσ‖ = 4πr2eξ3ζ‖

(
1 +

V

K

)κη(η2 − 1)

K2V 2
dη , (a)

dσ‖ = 2πr2eξ3ζ‖
u(u+ 2)(κ− 2u)

κ2(u+ 1)3
du , (b)

dσ‖ = 2πr2eξ3ζ‖
u(u+ 2)(κ− 2u)

κ2(u+ 1)
· dω
ε0

. (c)

(27)
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Ðèñ. 4: Ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ôîòîíà (ô-ëû 19 è 27c) ω0 = 2 ýÂ íà ýëåêòðîíå ε0 = 50 ÃýÂ

Ïðè ðàññåÿíèè öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà íà ýëåêòðîíå, ñïèí êîòîðîãî íàïðàâëåí ïîïåðåê
ñîáñòâåííîãî èìïóëüñà (ïîïåðå÷íàÿ ïîëÿðèçàöèÿ), ïîëÿðèçàöèîííàÿ äîáàâêà ê ñå÷åíèþ â ËÑÎ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëîé (28). Âèäíî, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ϕ ýòà äîáàâêà ê ñå÷åíèþ ðàâíà íóëþ è íå
ìåíÿåò çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ îò ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ôîòîíà.

dσ⊥ = −4r2eξ3ζ⊥
κη2

V K3
sinϕ dϕ dη, (a)

dσ⊥ = −2r2eξ3ζ⊥
u2
√
κ/u− 1

κ2(1 + u)3
sinϕ dϕ du. (b)

(28)
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